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1. INTRODUÇÃO 
 
 Problemas relacionados a resoluções de equações algébricas começam 
a aparecer desde cedo na vida escolar. Mesmo com o uso exaustivo dessas 
equações, pouco se sabe sobre a história, importância ou como se 
desenvolveram suas formas de resoluções por meio de solubilidade por radicais, 
ou seja, através de fórmulas envolvendo os coeficientes da equação em questão 
e operações de soma, subtração, multiplicação, divisão, potenciação e 
radiciação entre estes. 
 Em torno de 1830, surgiu um dos resultados mais importantes sobre 
resolução de equações algébricas: E. Galois provou a insolubilidade por meio de 
radicais de equações gerais de grau maior ou igual a cinco. Este trabalho, 
publicado em 1846 por Joseph Liouville, em Journal de Mathématiques, 
possibilitou grande avanço matemático na época, pois até então só se sabia que 

equações de grau 1, 2, 3 e 4 eram solúveis por radicais e que equações de grau 
5 não eram solúveis.  

Com a finalidade de pesquisar a famosa Teoria de Galois, criou-se o 
projeto de pesquisa Iniciação Científica em Teoria de Galois. Como nesta teoria 
unem-se dois importantes conceitos em Álgebra – os conceitos de Corpo e 
Grupo – foi necessário um estudo profundo destes.  

Dentro do contexto de Grupos nosso trabalho visa apresentar um 
resultado que nos fornece uma classe de exemplos de grupos simples (ver 
Teorema 3.3) e, consequentemente, grupos não solúveis (ver página 4). 

Especificando, vamos mostrar que os grupos das permutações pares 𝐴𝑛, tal que 
𝑛 ≥  5, são grupos simples e, como um corolário deste resultado, segue que o 

grupo de permutações  𝑆𝑛, 𝑛 ≥  5  não é solúvel. 
 

2. METODOLOGIA 
 

O desenvolvimento do trabalho se deu através de estudo contínuo, a partir 
do livro texto Introdução à Álgebra e demais referências, contando com 
encontros periódicos com a professora orientadora. Durante este processo foi 
priorizada a pesquisa individual para a resolução dos desafios surgidos. Por fim, 
houve a apresentação, através de seminários semanais, dos resultados 
estudados para a professora orientadora e os demais participantes do projeto. 
Nosso principal intuito nesse momento foi fomentar a discussão em grande 
grupo, com a finalidade de remate das dúvidas obtidas durante o trabalho 
individual. 
 
 
 



 
 

 
3. RESULTADOS E DISCUSSÃO 

 

Neste trabalho, temos por objetivo provar a simplicidade dos grupos 𝐴𝑛,
𝑛 ≥  5, para tal necessitamos apresentar algumas definições e resultados 
anteriores que servem como base para a demonstração. Lembremos que se 𝑆 é 
um conjunto finito, então podemos considerar o grupo das permutações           

𝑆𝑛 =  {𝜎: 𝑆 → 𝑆: 𝜎 é 𝑓𝑢𝑛çã𝑜 𝑏𝑖𝑗𝑒𝑡𝑖𝑣𝑎}, com a operação de composição e unidade 
dada por 𝑒 = 𝐼𝑑𝑆. Dizemos que uma permutação 𝜎 ∈  𝑆𝑛 é um 𝑟-ciclo de 𝑆𝑛,            
𝑟  ≥  2, se  existem elementos dois a dois distintos  𝑖1, 𝑖2, . . ., 𝑖𝑟 ∈ {1, 2, … , 𝑛},   tais 
que: 

𝜎(𝑖1) =  𝑖2, 𝜎(𝑖2) =  𝑖3, … , 𝜎(𝑖𝑟−1) =  𝑖𝑟 , 𝜎(𝑖𝑟) =  𝑖1 
e 

𝜎(𝑗) = 𝑗, ∀ 𝑗 ∈  {1, 2, … , 𝑛}\{𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑟}. 

Podemos denotar um 𝑟-ciclo por 𝜎 =  (𝑖1 𝑖2. . . 𝑖𝑟). Por exemplo, a 

permutação em 𝑆4 dada por  𝜎(1) = 3,  𝜎(2) = 2,  𝜎(3) = 4  e  𝜎(4) = 1  é  um 
3-ciclo, denotado por 𝜎 = (134). Um 2-ciclo é também chamado de transposição. 

 Sejam 𝜎 =  (𝑖1 𝑖2. . . 𝑖𝑟) e 𝜏 =  (𝑗1 𝑗2 … 𝑗𝑠) dois ciclos de 𝑆𝑛. Dizemos que 
𝜎 𝑒 𝜏 são dois ciclos disjuntos, se {𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑟} ∩ {𝑗1, 𝑗2, … , 𝑗𝑠} =  ∅. Por exemplo, 
os ciclos de 𝑆6 dados por 𝜎 = (145) e 𝜏 = (236) são disjuntos.  
 
 Proposição 3.1 [GONÇALVES, 2012]: Nas condições anteriores, toda 

permutação 𝑒 ≠ 𝜎 ∈ 𝑆𝑛 pode ser escrita de modo único, a menos de ordem, 
como um produto de ciclos disjuntos. 
 

Uma permutação 𝜎 em 𝑆𝑛, 𝑛 ≥  3, é dita permutação par se 𝜎 é um 
produto de um número par de transposições. Temos que o conjunto das 

permutações pares de 𝑆𝑛, denotado por 𝐴𝑛, é um subgrupo de 𝑆𝑛, com ordem 
𝑛!

2⁄ . Com base nessas definições temos o seguinte resultado, o qual é de suma 

importância para mostrar a simplicidade dos grupos 𝐴𝑛. 
 
Proposição 3.2 [GONÇALVES, 2012]: Nas condições anteriores, 
 

i. o grupo 𝑆𝑛, 𝑛 ≥ 2, é gerado pelo conjunto de todas as transposições 
de 𝑆𝑛; 

ii. o grupo 𝐴𝑛, 𝑛 ≥ 3, é gerado pelo conjunto de todos os 3-ciclos de 𝑆𝑛. 
Em particular, o grupo 𝐴𝑛, 𝑛 ≥ 3, é gerado pelo conjunto de todos os 
3-ciclos de 𝑆𝑛 do tipo (𝑎𝑏𝑘), onde 𝑎, 𝑏 ∈  {1, 2, … , 𝑛}, 𝑎 ≠ 𝑏, são fixos 

e 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, 𝑘 ≠ 𝑎, 𝑘 ≠ 𝑏.  
 

Com isso, podemos apresentar o resultado principal deste trabalho. 
 

Teorema 3.3 [GARCIA, LEQUAIN, 2013]: Nas condições anteriores, o 

grupo 𝐴𝑛, 𝑛 ≥ 5, é simples, ou seja, seus únicos subgrupos normais são {𝑒} e 
𝐴𝑛. 

 
 
 
 



 
 

Demonstração:  
 

 Seja 𝑁 ⊴  𝐴𝑛, 𝑁 ≠  {𝑒}. Primeiramente, vamos mostrar que 𝑁 contém um 

3-ciclo e com isso provar que 𝑁 =  𝐴𝑛. Como  𝑁 ≠  {𝑒},   ∃  𝜎  ∈  𝑁, tal que       
𝜎 ≠  𝑒. Consideremos a ordem de 𝜎 dada por 𝑚 =  𝒪(𝜎). Como 𝜎 ≠ 𝑒, temos 
𝑚 > 1. 
 Seja um primo 𝑝 ∈ ℕ tal que 𝑝|𝑚. Assim, 𝑚 = 𝑝𝑞 para algum 𝑞 ∈  ℕ. 

Considere 𝜏 =  𝜎𝑞 ∈ 𝑁 ⊂ 𝐴𝑛, então 𝜏 ≠ 𝑒 e 𝒪(𝜏) = 𝑝. Pela Proposição 3.1, 𝜏 é um 
produto de ciclos disjuntos, digamos 𝜏 =  𝜌1𝜌2 … 𝜌𝑠. 
 

 Note que 𝑝 =  𝒪(𝜏) =   𝒪(𝜌1𝜌2 … 𝜌𝑠) = 𝑚𝑚𝑐{𝒪(𝜌1), 𝒪(𝜌2), … , 𝒪(𝜌𝑠)},o que 
implica 𝒪(𝜌𝑖)|𝑝, ∀ 𝑖 ∈  {1, 2, … , 𝑠}. Como 𝜌𝑖 ≠ 𝑒 ∀ 𝑖 ∈  {1, 2, … , 𝑠}, segue que 

𝒪(𝜌𝑖) = 𝑝. Logo, 𝜌𝑖 é 𝑝-ciclo e 𝜏 =  𝜌1𝜌2 … 𝜌𝑠 onde todos os 𝜌𝑖 é 𝑝-ciclo,                
𝑖 ∈ {1, 2, … , 𝑠}.  
 
 Vamos dividir a demonstração em casos: 
 
CASO 1: 𝑝 = 2 

 Neste caso, todos os 𝜌𝑖 's são transposições. Se considerarmos 𝑠 = 1, 
então 𝜏 =  𝜌1  ∉  𝐴𝑛. Logo,  𝑠 ≥ 2 e, além disso, 𝑠 é par, pois 𝜏 ∈  𝐴𝑛.  

 Escrevendo 𝜌1 =  (𝑎𝑏) e 𝜌2 =  (𝑐𝑑), então 𝜏 =  (𝑎𝑏)(𝑐𝑑)𝜌3  … 𝜌𝑠. Seja         

𝑢 =  (𝑎𝑏𝑐) ∈ 𝐴𝑛, então 𝑥 = 𝑢𝜏𝑢− 1𝜏− 1  ∈ 𝑁, pois 𝑁 ⊴  𝐴𝑛. Assim, 

𝑥 =  𝑢𝜏𝑢− 1𝜏− 1  =  (𝑎𝑏𝑐)(𝑎𝑏)(𝑐𝑑)𝜌3 … 𝜌𝑠(𝑐𝑏𝑎)𝜌𝑠
− 1 … 𝜌3

− 1(𝑐𝑑)(𝑎𝑏) 

=  (𝑎𝑏𝑐)(𝑎𝑏)(𝑐𝑑)𝜌3 … 𝜌𝑠𝜌𝑠
− 1 … 𝜌3

− 1(𝑐𝑏𝑎)(𝑐𝑑)(𝑎𝑏) 
=  (𝑎𝑏𝑐)(𝑎𝑏)(𝑐𝑑)(𝑐𝑏𝑎)(𝑐𝑑)(𝑎𝑏) 
=  (𝑎𝑐)(𝑏𝑑)  

Logo, (𝑎𝑐)(𝑏𝑑) =  𝑢𝜏𝑢− 1𝜏− 1 = 𝑥 ∈ 𝑁. 
 Lembremos que 𝑛 ≥ 5, então existe 𝑘 ∈ {1, 2, … , 𝑛}\{𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}. Seja                

𝑣 =  (𝑎𝑘𝑐) ∈ 𝐴𝑛. Temos que 𝑦 = 𝑣(𝑢𝜏𝑢− 1𝜏− 1)𝑣− 1  ∈ 𝑁. Assim, 

𝑦 = 𝑣(𝑢𝜏𝑢− 1𝜏− 1)𝑣− 1  =  (𝑎𝑘𝑐)(𝑎𝑐)(𝑏𝑑)(𝑐𝑘𝑎) 
=  (𝑎𝑘)(𝑏𝑑) 

Logo, (𝑎𝑘)(𝑏𝑑) =  𝑣(𝑢𝜏𝑢− 1𝜏− 1)𝑣− 1 =  𝑦 ∈ 𝑁. 
 Como 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑁, então 𝑥𝑦 ∈ 𝑁, pois 𝑁 ⊴  𝐴𝑛. Logo, 

𝑥𝑦 =  (𝑎𝑐)(𝑏𝑑)(𝑎𝑘)(𝑏𝑑) =  (𝑎𝑘𝑐)  
Portanto 𝑥𝑦 =  (𝑎𝑘𝑐)  ∈ 𝑁. 

 

CASO 2: 𝑝 = 3 

 Se 𝑠 = 1, 𝜏 =  𝜌1  ∈ 𝑁 é um 3-ciclo. Seja 𝑠 ≥ 2 e 𝜌1 =  (𝑎𝑏𝑐) e                  
𝜌2 =  (𝑑𝑒𝑓), então 𝜏 =  (𝑎𝑏𝑐)(𝑑𝑒𝑓)𝜌3  … 𝜌𝑠. Considere 𝑢 =  (𝑏𝑐𝑑) ∈ 𝐴𝑛, deste 

modo   𝑢𝜏𝑢− 1𝜏− 1  ∈ 𝑁. Assim, por cálculos análogos ao caso anterior, temos que 

𝑢𝜏𝑢− 1𝜏− 1 = (𝑎𝑑𝑏𝑐𝑒). Logo, encontramos um 5-ciclo 𝑢𝜏𝑢− 1𝜏− 1 =  (𝑎𝑑𝑏𝑐𝑒) em 𝑁. 

Portanto, o caso 𝑝 = 3 está reduzido ao próximo caso: 
 
CASO 3: 𝑝 > 3 

Seja 𝜌1 =  (𝑎1𝑎2𝑎3 … 𝑎𝑝), então 𝜏 =  (𝑎1𝑎2𝑎3 … 𝑎𝑝)𝜌2𝜌3 … 𝜌𝑠  ∈ 𝑁. 

Considere  𝑢 =  (𝑎1𝑎2𝑎3) ∈ 𝐴𝑛, deste modo 𝑢𝜏𝑢− 1𝜏− 1  ∈ 𝑁 pois 𝑁 ⊴  𝐴𝑛. Assim, 

𝑢𝜏𝑢− 1𝜏− 1 = (𝑎1𝑎2𝑎4). Portanto, 𝑢𝜏𝑢− 1𝜏− 1 =  (𝑎1𝑎2𝑎4) é um 3-ciclo em 𝑁. 
 



 
 

 Assim sendo, provamos então que existe um 3-ciclo (𝑎𝑏𝑐) ∈ 𝑁. Logo, 

temos que (𝑏𝑎𝑐) = (𝑎𝑏𝑐)2 ∈ 𝑁. Consideremos 𝜑 =  (𝑎𝑏)(𝑐𝑘)  ∈  𝐴𝑛. Como     
𝑁 ⊴  𝐴𝑛 temos que 

𝜑− 1(𝑏𝑎𝑐)𝜑 =  (𝑐𝑘)(𝑎𝑏)(𝑏𝑎𝑐)(𝑎𝑏)(𝑐𝑘) =  (𝑎𝑏𝑘)  ∈ 𝑁,   ∀ 𝑘 ∈  {1, 2, … , 𝑛}\{𝑎, 𝑏}. 
 

 Pela Proposição 3.2, item (ii), segue que 𝑁 =  𝐴𝑛.  ∎ 
 

Lembremos que um grupo 𝐺 é dito solúvel, se existem subgrupos: 

{𝑒}  =  𝐺0  ≤  𝐺1  ≤  𝐺2  ≤ . . . ≤ 𝐺𝑛−1  ≤  𝐺𝑛 =  𝐺, 

tais que:  

i. 𝐺𝑖−1 ⊴   𝐺𝑖, para todo 𝑖 ∈ {1, 2, … , 𝑛}; 
ii. 𝐺𝑖/𝐺𝑖−1 é abeliano, para todo 𝑖 ∈ {1, 2, … , 𝑛}. 

Note que todo subgrupo de um grupo solúvel é solúvel. Logo, se o grupo 

𝑆𝑛, 𝑛 ≥  5 fosse solúvel, então o subgrupo 𝐴𝑛 seria solúvel, ou seja, existiria uma 
cadeia {𝑒} =  𝐺0  ≤  𝐺1  ≤  𝐺2  ≤ . . . ≤ 𝐺𝑛−1  ≤  𝐺𝑛 =  𝐴𝑛, tal que 𝐺𝑛−1 ⊴  𝐴𝑛.  Como 

𝐴𝑛, 𝑛 ≥  5  é simples, segue que 𝐺𝑛−1 =  {𝑒} e, sendo assim 𝐴𝑛 =
𝐴𝑛

𝑒⁄ , 
abeliano, o que é um absurdo.  Dessa maneira, segue o seguinte corolário do 
Teorema 3.3: 

 

Corolário 3.4: O grupo 𝑆𝑛, 𝑛 ≥  5, não é solúvel. 
 

4. CONCLUSÕES 
 
Com estes resultados conseguimos uma infinidade de exemplos de 

grupos simples e não solúveis. A partir de agora vamos dar continuidade a 
pesquisa sobre Teoria de Galois. Dentro deste contexto, estudaremos 
aplicações dos resultados citados neste trabalho, por exemplo, utilizar a não 

solubilidade de 𝑆5 para provar que o polinômio 𝑓(𝑥) = 𝑥5 − 6𝑥 + 3 ∈  ℚ[𝑥] não é 

solúvel por meio de radicais sobre ℚ. 
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