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1. INTRODUCAO

Problemas relacionados a resolugfes de equacdes algébricas comegam
a aparecer desde cedo na vida escolar. Mesmo com 0 uso exaustivo dessas
equacdes, pouco se sabe sobre a historia, importdncia ou como se
desenvolveram suas formas de resolucdes por meio de solubilidade por radicais,
ou seja, através de férmulas envolvendo os coeficientes da equacdo em questao
e operacdes de soma, subtracdo, multiplicacdo, divisdo, potenciacdo e
radiciagéo entre estes.

Em torno de 1830, surgiu um dos resultados mais importantes sobre
resolucdo de equacdes algébricas: E. Galois provou a insolubilidade por meio de
radicais de equacdes gerais de grau maior ou igual a cinco. Este trabalho,
publicado em 1846 por Joseph Liouville, em Journal de Mathématiques,
possibilitou grande avanco matematico na época, pois até entdo so6 se sabia que
equacdes de grau 1, 2, 3 e 4 eram soluveis por radicais e que equacdes de grau
5 ndo eram soluveis.

Com a finalidade de pesquisar a famosa Teoria de Galois, criou-se o
projeto de pesquisa Iniciacdo Cientifica em Teoria de Galois. Como nesta teoria
unem-se dois importantes conceitos em Algebra — os conceitos de Corpo e
Grupo — foi necesséario um estudo profundo destes.

Dentro do contexto de Grupos nosso trabalho visa apresentar um
resultado que nos fornece uma classe de exemplos de grupos simples (ver
Teorema 3.3) e, consequentemente, grupos nao solUveis (ver pagina 4).
Especificando, vamos mostrar que os grupos das permutacdes pares 4,, tal que
n > 5, sdo grupos simples e, como um corolario deste resultado, segue que o
grupo de permutacdes S,, n = 5 néo € soluvel.

2. METODOLOGIA

O desenvolvimento do trabalho se deu através de estudo continuo, a partir
do livro texto Introdugdo a Algebra e demais referéncias, contando com
encontros periddicos com a professora orientadora. Durante este processo foi
priorizada a pesquisa individual para a resolu¢ao dos desafios surgidos. Por fim,
houve a apresentagdo, através de seminarios semanais, dos resultados
estudados para a professora orientadora e os demais participantes do projeto.
Nosso principal intuito nesse momento foi fomentar a discussdao em grande
grupo, com a finalidade de remate das duvidas obtidas durante o trabalho
individual.
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3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Neste trabalho, temos por objetivo provar a simplicidade dos grupos A4,,
n = 5, para tal necessitamos apresentar algumas definicbes e resultados
anteriores que servem como base para a demonstracdo. Lembremos que se S é
um conjunto finito, entdo podemos considerar o grupo das permutacdes
Sp = {0:S — S:0é fungdo bijetiva}, com a operacdo de composi¢ado e unidade
dada por e = Idg. Dizemos que uma permutacdo ¢ € S,, € um r-ciclo de S,
r = 2,se existem elementos dois a dois distintos i, i5,..., i, € {1,2,...,n}, tais
que:

o(iy) = ip,0(y) = i3, ..,0(i—1) = ip,0(,) = i

o(j)=j, Vj € {1,2,...,n}\{iy, iy, ..., i, }.

Podemos denotar um r-ciclo por o = (i i,...i,). Por exemplo, a
permutacdo em S, dada por o(1) =3, d(2) =2, d(3) =4 e d(4) =1 é um
3-ciclo, denotado por o = (134). Um 2-ciclo € também chamado de transposicao.

Sejam o = (iy iy...i;) € T = (j; j, ..Js) dois ciclos de S,. Dizemos que
o e T sdo dois ciclos disjuntos, se {iy, iy, ..., i} N {j1,j2, -, js} = . Por exemplo,
os ciclos de S, dados por ¢ = (145) e t = (236) sao disjuntos.

Proposicdo 3.1 [GONCALVES, 2012]: Nas condi¢cbes anteriores, toda
permutacdo e # g € S,, pode ser escrita de modo Unico, a menos de ordem,
como um produto de ciclos disjuntos.

Uma permutacdo o em S,, n > 3, € dita permutacdo par se ¢ € um
produto de um ndmero par de transposicdes. Temos que o0 conjunto das
permutacfes pares de S,,, denotado por A,, € um subgrupo de S,,, com ordem
”!/2. Com base nessas definicdes temos o seguinte resultado, o qual € de suma

importancia para mostrar a simplicidade dos grupos A4,,.
Proposicéo 3.2 [GONCALVES, 2012]: Nas condicbes anteriores,

I. 0 grupo S, n = 2, € gerado pelo conjunto de todas as transposi¢des
de S,;

il. 0 grupo 4,, n = 3, é gerado pelo conjunto de todos os 3-ciclos de S,,.
Em particular, o grupo 4,,, n > 3, é gerado pelo conjunto de todos os
3-ciclos de S, do tipo (abk), onde a,b € {1,2,...,n}, a # b, sao fixos
el <k <n k #a, k #b.

Com isso, podemos apresentar o resultado principal deste trabalho.
Teorema 3.3 [GARCIA, LEQUAIN, 2013]: Nas condi¢cdes anteriores, 0

grupo 4,, n =5, é simples, ou seja, seus Unicos subgrupos normais séo {e} e
A,.
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Demonstracao:

SejaN 2 A,, N # {e}. Primeiramente, vamos mostrar que N contém um
3-ciclo e com isso provar que N = A,. Como N # {e}, 3 0 € N, tal que
o # e. Consideremos a ordem de ¢ dada por m = 0(g). Como ¢ # e, temos
m > 1.

Seja um primo p € N tal que p|m. Assim, m = pq para algum g € N.
Consideret = 9 € N c A,,entdot # e e O(t) = p. Pela Proposicéo 3.1, 7 é um
produto de ciclos disjuntos, digamos t = p,p; ... ps.

Note que p = 0(z) = 0(p1p - ps) = mmc{O(p1), 0(p2), ..., 0(ps)},0 que
implica O(p)|p, Vi € {1,2,..,s}. Como p; #e Vi € {1,2,..,s}, segue que
O(p;) =p. Logo, p; é p-ciclo e T = p;p,..ps onde todos os p; € p-ciclo,
i €{1,2,..,s}.

Vamos dividir a demonstracao em casos:

CASO1l:p=2
Neste caso, todos 0s p;'s sao transposi¢cdes. Se considerarmos s = 1,
entdot = p; € A,.Logo, s > 2 e, além disso, s é par, poist € A,.
Escrevendo p, = (ab) e p, = (cd), entdo t = (ab)(cd)ps ...ps. Seja
u= (abc) € A,,entdox =utu~t~! € N, poisN 2 A,. Assim,

x = utu” 17! = (abc)(ab)(cd)p; ... ps(cba)p; t ... p3 1(cd)(ab)
(abc)(ab)(cd)ps ... psps * ... p3 *(cha)(cd)(ab)
(abc)(ab)(cd)(cba)(cd)(ab)

= (ac)(bd)
Logo, (ac)(bd) = utu~t7 ' =x € N.
Lembremos que n =5, entdo existek €{1,2,..,n}\{a,b,c,d}. Seja
v = (akc) € A,. Temos que y = v(utu~ 't~ H)v~1 € N. Assim,
y=v(uru~ 1t HYv~ 1 = (akc)(ac)(bd)(cka)
= (ak)(bd)
Logo, (ak)(bd) = v(utu~ 't~ Hv~1= y e N.
Comox, y € N,entdo xy € N, pois N 2 A,. Logo,
xy = (ac)(bd)(ak)(bd) = (akc)
Portanto xy = (akc) € N.

CASO2:p=3

Se s=1, 7= p;, EN é um 3-ciclo. Seja s =22 e p; = (abc) e
p, = (def), entdo 1 = (abc)(def)ps; ...ps. Considere u = (bcd) € A, deste
modo utu~'r~1! € N. Assim, por célculos andlogos ao caso anterior, temos que
utu~ 1t7 ! = (adbce). Logo, encontramos um 5-ciclo utu~ 1t~ 1 = (adbce) em N.
Portanto, o caso p = 3 esta reduzido ao proximo caso:

CASO3:p >3

Seja p; = (a1a2a3 ...ap), entdo 1= (a1a2a3 ...ap)p2p3 ..ps EN.
Considere u = (a,a,a;) € A,,, deste modo utu™'t~! € N poisN 2 A,. Assim,
utu~ 1t7 ! = (aqya,a,). Portanto, utu™ 't~ ! = (a,a,a,) € um 3-cicloem N.
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Assim sendo, provamos entdo que existe um 3-ciclo (abc) € N. Logo,
temos que (bac) = (abc)? € N. Consideremos ¢ = (ab)(ck) € A4,. Como
N =2 A, temos que

@~ Y(bac)e = (ck)(ab)(bac)(ab)(ck) = (abk) €N, Vk € {1,2,..,n}\{a, b}.
Pela Proposicao 3.2, item (ii), seque que N = A4,,. =

Lembremos que um grupo G é dito solavel, se existem subgrupos:
{e} = GO < G1 < GZ <...< Gn—l < Gn = G,
tais que:

I. Gi_1 2 G;, paratodoi €{1,2,..,n};
. G;/G;_, é abeliano, paratodoi €{1,2,...,n}.
Note que todo subgrupo de um grupo soluvel € soluvel. Logo, se o grupo

Sn,n = 5fosse solavel, entdo o subgrupo A,, seria soluvel, ou seja, existiria uma
cadeiaf{e} = G, < G; < G, <...<G,_; < G, = A,, talque G,,_; 2 A,. Como

A,, n =5 ¢é simples, segue que G,_, = {e} e, sendo assim A, =A”/e,
abeliano, o que é um absurdo. Dessa maneira, segue o seguinte corolario do
Teorema 3.3:

Corolério 3.4: O grupo S,,, n = 5, ndo € solavel.

4. CONCLUSOES

Com estes resultados conseguimos uma infinidade de exemplos de
grupos simples e ndo solUveis. A partir de agora vamos dar continuidade a
pesquisa sobre Teoria de Galois. Dentro deste contexto, estudaremos
aplicagbes dos resultados citados neste trabalho, por exemplo, utilizar a néo
solubilidade de S para provar que o polinémio f(x) = x°> —6x + 3 € Q[x] ndo é
soluvel por meio de radicais sobre Q.
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