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1. INTRODUCAO

Na area da Algebra, um dos problemas de maior relevancia ao longo da
histéria foi o de encontrar solu¢bes para equacdes polinomiais. Durante muito
tempo, o principal intuito era o de encontrar formulas que envolvessem operacdes
com os coeficientes da equacao polinomial em questao (este método é chamado
de solucdo por radicais). Até 1824 eram conhecidas soluc¢des por radicais de
equacles de graus 1, 2, 3,e 4, e neste mesmo ano, N. H. Abel provou que a
“equacao geral” de grau 5 nédo era resoluvel por meio de radicais. Porém, nao ficou
estabelecido quando um polindmio de grau > 5 € ou néo resoluvel.

Em torno de 1843, tornaram-se publicos os trabalhos de E. Galois, o qual
solucionou este problema de maneira geral, onde sua teoria consiste em
caracterizar todos os polinbmios os quais séo sollveis por meio de radicais através
de propriedades do grupo de automorfismos de um corpo. Além de resolver o
problema de encontrar solu¢cdes de uma equacao por meio de radicais, os trabalhos
de Galois uniram duas teorias as quais sao de extrema importancia na area da
Algebra: a Teoria de Grupos e a Teoria de Corpos.

O Projeto de Pesquisa Iniciagdo Cientifica em Teoria de Galois foi criado
com o intuito de estudar tal teoria. Para isso se fez necessario pesquisar mais
profundamente as Teorias de Grupos e Anéis, com a finalidade de obter pré-
requisitos para entéo estudar a importante Teoria de Galois.

O presente trabalho se propde a apresentar o Teorema de Cayley, o qual
surge como um corolario do Teorema de Representacdo para Grupos. Um dos
problemas dentro da Teoria de Grupos é o de caracterizar o grupo segundo sua
ordem. Neste sentido, o Teorema de Cayley nos mostra que todo grupo finito de
ordem n é isomorfo a um subgrupo de S,, = { f:S = S| f é funcdo bijetiva}, onde
S € um conjunto finito.

2. METODOLOGIA

Este trabalho se da através de uma pesquisa em grupo, que vem sendo
realizada desde o final de 2013, como um dos projetos de pesquisa na area de
matematica da Universidade Federal de Pelotas. Este projeto tem como
metodologia pesquisas em jornais, revistas e livios na area da Algebra, guiados
pela professora orientadora do projeto, onde cada integrante do grupo apresenta
semanalmente um topico em forma de seminario para os demais participantes.
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3. RESULTADOS E DISCUSSAO

Primeiramente, relembraremos algumas definicbes e resultados basicos
dentro da teoria de Grupos, para entdo enunciarmos o Teorema de Representacdo
e 0 Teorema de Cayley e darmos a demonstracao destes.

Lembremos que um grupo € um conjunto G, distinto do vazio, munido de uma
operacdo, a qual é associativa, possui elemento neutro e todo elemento do grupo
possui inverso. Se G € um conjunto finito, entdo G € um grupo finito e a cardinalidade
de G é chamado ordem de G, e denotamos por |G|. Um exemplo importante de
grupos finitos se da através da seguinte definicao.

Definicdo 3.1 [Goncalves, 2012]: Seja S um conjunto ndo vazio e considere
o0 conjunto G ={f:S - S: f fungdo bijetiva}. Temos que G com a operacao de
composicao de funcbes é um grupo, chamado grupo de permutacfes do conjunto
S. Se S € um conjunto finito, dado por S = {1,2, ...,n}, entdo G é denotado por S,, e
é facil ver que |S,,| = nl.

Se H é subconjunto ndo vazio de G, o qual € um grupo com a operacao de
G, entdo dizemos que H é um subgrupo de G, e denotamos H < G. Mais ainda, se
g 'Hg cH, onde g7'Hg = {g~'hg:h € H}, para todo g € G, entdo dizemos que H
€ um subgrupo normal de G , e denotamos H < G.

Note que se G € um grupo e H < G, podemos definir uma relacdo de
equivaléncia em G, a qual é dada por x = y(modH) se, e somente se, xy ! € H,
para quaisquer x,y € G. Neste caso, chamamos de classe lateral a direita de H em
G ao conjunto:

X =Hx =1{hx:h € H},
e definimos, o indice de H em G como sendo o numero de classes laterais de H em
G, o qual é denotado [G: H]. Se [G:H] = n, temos que G = Hx, U ... U Hx,,, onde
X1, X, € G, SA0 0S representantes das classes da relagdo = (mod H).

Se G é um grupo e H é um subgrupo normal de G, mediante a relagdo acima,
definimos em G/H = {Hx:x € G}, uma operagdo dada por Hx - Hy = Hxy, para
quaisquer x,y € G. Temos que G/H € um grupo com essa operacao.

Sejam G e G' grupos e ¥: G — G' uma funcdo de G em G'. Dizemos que €
um homomorfismo de grupos, se Y(xy) = Y(x)y(y), para quaisquer x,y € G Se
Y:G — G' € um homomorfismo bijetor, entdo dizemos que ) € um isomorfismo e
gue 0s grupos G e G’ sdo isomorfos. Se G e G’ sdo grupos com elementos neutros
e €G e e’ € G', entdo dizemos que o nlcleo de um homomorfismo yY:G —» G' é o
conjunto dado por:

NW) ={xeG:ypx)=e}.

Com base nessas definicdes, podemos entdo enunciar um teorema o qual é
uma ferramenta muito usada para demonstrar resultados dentro da teoria de grupos
e serd de suma importancia para a prova do Teorema de Representacao.
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Teorema 3.2 (1° Teorema do Homomorfismo) [Gongalves, 2012]: Sejam
G e G' grupos com identidades e e e, respectivamente, e ¥:G - G' um
homomorfismo de grupos. Entao:
(i) Im@) = Y(G) = {yY(g):g € G} € um subgrupo de G’;
(i) N@) ={g € G:y(g) = e’} € um subgrupo normal de G e mais, i €
injetora & N(y) = {e};

(iii) G /N () € isomorfo a Im().

Com essas definicdes, temos as ferramentas necessarias e suficientes para
enunciar o Teorema da Representagao para Grupos, no qual o Teorema de Cayley
seguirda como um corolario.

Teorema 3.3 (Teorema da Representagao) [Goncgalves, 2012]: Seja G um
grupo e H subgrupo de G de indice [G: H] = n. Entdo, existe N € H,N < G, tal que
G/N € um grupo isomorfo a um subgrupo do grupo S,,.

Mais ainda, N € o “maior” subgrupo normal em G que esta contido em H.

Demonstracdo: Sejam S = G/H = {Hxy, ..., Hx,} e P(S) o grupo de permutacdes
do conjunto S. Considere a seguinte funcdo ¢ : G - P(S), dada por:
Y(g)(Hx;) = Hx;g™ !, para quaisquer g € G e Hx; € S.

Note que se g € G ¢ tal que Y(g)(Hx;) = Y(g9)(Hx;), para i,j € {1,-+,n},
entdo: Y(g)(Hx;) = I/J(g)(ij) © Hx;g™' = Hx;9g™' © Hx; = Hx;, ou seja, ¥(g)
€ uma funcéo injetiva, para todo g € G. Portanto, ¥(g):S = S € uma bije¢édo, ja que
|S| =n . Logo, ¥(g) € P(S)={f:S — S:f ébijecdo}, para todo g € G, provando
assim que a aplicacao y é bem definida.

Observemos que ¥ é um homomorfismo, cujo nucleo é dado por:

NQ@) = Nyeg H*, onde H* = {x 1hx: h € H}, paratodo x € G.

De fato:

Se g,h€G, entdo p(gh)(Hx;) = Hx;(gh)™ = Hx;h™ g™ = (¥(g) ° p(h))(Hxy),
para todo Hx; € S, logo i € um homomorfismo. Mais ainda, se g € N(y), entdo
Y(g) = Idg, ou seja, Hx;g~ ! = y¥(g)(Hx;) = Ids(Hx;) = Hx;, para todo Hx; €S, 0
que implica g € H*i, paratodo i € {1,---,n}. Como G = Hx; U ... U Hx,, dado x € G,
entdo existe je€{1,---,n} tal que H*=HY*. Portanto, g€ NyecH*.
Reciprocamente, seja g € Nyeq H*. Em particular, g € H*i, para todo i € {1---,n}.
Entéo, ¥ (g)(Hx;) = Hx;, paratodo Hx; € S, ou seja, Y(g) = Ids e, logo, g € N(¥).
Consideremos o subgrupo normal de G, dado por:
N=N®@) = NyegH* cH® ={e the: he H} = H.
Pelo Teorema do Isomorfismo G/N é isomorfo a imagem de y, a qual € um
subgrupo de P(S) = S,,.

Para provar a ultima afirmacéo, resta mostrar que se L < G e L € H, entdo
L =1L*¥ € H*, VY x € G. De fato, para todo x € G, segue diretamente da definicdo de
subgrupo normal que L* c L, ja que L =2 G, reciprocamente, se [ € L, entdo temos
I =x"txlx1x € L*,jAque xIx~1 € L, pois L 2 G.Portanto, N = N, H* € 0 “maior”
subgrupo normal de G contido em H.

Corolério 3.4 (Teorema de Cayley) [Goncalves, 2012]: Se G é um grupo de
ordem n, entdo G € isomorfo a um subgrupo do §,,.
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Demonstracdo: Note que se G € um grupo de ordem n, e se consideramos o
subgrupo normal de G dado por H = {e}, entdo o Teorema de Cayley segue
diretamente do Teorema de Representacdo com N = {e}.

4. CONCLUSOES
Com este trabalho conseguimos enunciar um importante resultado de
caracterizacdo de grupos finitos de ordem finita n, j& que vimos que todo grupo de
ordem finita € isomorfo a um subgrupo do S,,. No que segue, daremos continuidade
a pesquisa em Teoria de Galois.
5. REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS
CRUZ, K. B., Introducéo A Teoria de Galois. 14 de marco de 2014. Monografia
(Trabalho de Conclusédo de Curso). Curso de Licenciatura e Bacharelado em
Matematica, Universidade Federal de Sdo Carlos.

GONCALVES, A. Introduc&o a Algebra. Rio de Janeiro: IMPA, 2012. 5.ed.

MONTEIRO, L. H. J. Elementos de Algebra. Elementos de Matematica. IMPA,
19609.

I.N. HERSTEIN. Topics in Algebra 2nd Edition. Wiley India Pvt. Limited, 2006.

OWEN, J. BRISON. Teoria de Galois. Faculdade de Ciéncias da Universidade de
Lisboa, Textos de Matematica, 1997.

STEWART, I. Galois Theory 3rd Edition. Chapman and Hall, 2000.



