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1. INTRODUÇÃO 
 

A dispersão e transporte de poluentes na atmosfera pode ser modelada pela 
equação de advecção-difusão e uma das formas de resolução é através da 
aplicação da transformada de Laplace. O uso dessa transformada leva a soluções 
que por vezes uma inversão analítica é difícil de obter, nesses casos métodos de 
inversão numéricos são fundamentais para a construção da solução final da 
equação.  

Neste trabalho, apresentamos a resolução da equação bidimensional 
estacionária considerando a deposição seca do poluente no solo, através do 
método ADMM (Advection Diffusion Multilayer Method) (MOREIRA et al., 2006). 
São avaliados três métodos de inversão numérica da transformada de Laplace. O 
objetivo é avaliar o modelo para condições instáveis da atmosfera utilizando 
diferentes parametrizações para o perfil do vento e o coeficiente de difusão 
turbulento. Os resultados obtidos com os diferentes métodos de inversão são 
comparados com os dados experimentais.  

 
 

2. METODOLOGIA 
 

A equação de advecção-difusão bidimensional estacionária, que modela a 
dispersão de poluentes na atmosfera, considerando a velocidade de deposição 
seca do poluente como uma condição de fluxo não nulo na superfície, pode ser 
escrita da seguinte forma:  
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com hz 0  e 0x , onde ),( zxC  indica a concentração média, u  a velocidade 

média do vento na direção horizontal e zK  é o coeficiente de difusão vertical, sujeita 

as seguintes condições de contorno:  
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e condição de fonte contínua:  

  )(0 sHzδ=Q,zuC         em       0x                (1c) 

onde dV  é a velocidade de deposição no solo, h  é a altura da camada limite 

planetária (CLP), sH é a altura da fonte, Q  é a taxa de emissão contínua da fonte 

e  é a função delta de Dirac. 



 

O problema (1) é resolvido pela aplicação do método ADMM (MOREIRA et 
al., 2006) e a Transformada de Laplace. Esse método consiste em discretizar a 

altura h  da CLP em N subcamadas obtendo valores médios para a velocidade do 
vento e o coeficiente de difusão vertical em cada subcamada. Os N problemas 
obtidos são resolvidos aplicando a Transformada de Laplace, resultando na 
equação:  
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onde )( sHzH   é a função de Heaviside. 

Para obter a concentração final de poluentes a equação (2) é invertida 
numéricamente. Foram utilizados três métodos de inversão para a transformada de 
Laplace: Quadratura Gaussiana, Algoritmo de Fixed-Talbot e um método baseado 
na série de Fourier. 

 Pelo método da Quadratura Gaussiana (STROUD; SECREST, 1966) 
obtemos a concentração final dada como:  
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para Nn :1 . As constantes kw  e kp  são, respectivamente, os pesos e as raízes 

da quadratura de Gauss, 
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,  e 8pN  o número de pontos da 

quadratura. 
A concentração de poluentes pelo Algoritmo de Fixed-Talbot (ABATE; 

VALKÓ, 2004) é obtida por: 
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onde  irS k   cot)( ,     kkkkk  cot1cot  , 
M

πk
θk  ,   , Ci , 

M representa o número de termos do somatório e r  é um parâmetro experimental. 

Os melhores resultados foram obtidos com 100M  e    xMr  101/2 .  

E por fim, utilizamos o método baseado na série de Fourier (CRUMP, 1976): 
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onde  , T  são parâmetros livres e 100* M  foi o número de termos utilizado. 

Para simular a concentração de poluentes é preciso escolher parâmetros 
adequados para o perfil do vento e o coeficiente de difusão. Neste trabalho para o 
coeficiente de difusão turbulento utilizamos duas fórmulas válidas para condições 
convectivas da atmosfera: 

PLEIM; CHANG (1992): 
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DEGRAZIA et al. (1997): 
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Para a velocidade média do vento utilizamos a fórmula de similaridade: 

PANOFSKY; DUTTON (1984): 
































L

z

z

z

k

u
u m

0

* ln  se  bzz                              (8) 

onde  hLzb 1.0,min , 4.0k  é a constante de von Kármám, L é o comprimento 

de Monin-Obukov, *u  é a velocidade de fricção, 0z  é o comprimento de rugosidade 

e 
m  é a função de estabilidade:  

2
)(tan2

2

1
ln

2

1
ln 1

22 








 







 
  x

AA
m

 com A definido por 
4/1

151 









L

z
A . 

E o perfil de vento potência (PANOFSKY; DUTTON 1984): 
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onde zu e 1u  são as velocidades do vento médio nas alturas z  e 1z  e p é um 

expoente que está relacionado com a intensidade da turbulência (IRWIN, 1979). 
As simulações foram realizadas sem considerar a deposição seca do poluente 

no solo.  Para validar o modelo foram utilizados os dados observados no 
experimento de Copenhagen (GRYNING; LYCK, 2002) e uma análise estatística, 
descrita por HANNA (1989), foi realizada nos resultados obtidos. 
 
 

3. RESULTADOS E DISCUSSÃO 
 

Na Tabela 1 apresentamos os índices estatísticos da comparação dos dados 
observados no experimento de Copenhagen confrontado com os dados simulados 
no modelo para o perfil de vento potência e de similaridade e os diferentes 
coeficientes de difusão vertical. As comparações foram realizadas para os 
diferentes métodos de inversão numérica para a transformada de Laplace. 

Tabela 1: Índices Estatísticos do modelo com diversas parametrizações para 
diferentes métodos de inversão numérica. 

u  zK  Inversão Nmse Cor Fa2 Fb Fs 

  Gauss Eq. (3) 0.07 0.883 1.000 0.044 0.064 

Eq.(8) Eq.(6) Fixed-Talbot Eq. (4) 0.06 0.889 1.000 0.022 0.062 

  Fourier Eq. (5) 0.06 0.890 1.000 0.000 0.034 

  Gauss Eq. (3) 0.06 0.892 1.000 -0.040 0.000 

Eq.(9) Eq.(6) Fixed-Talbot Eq. (4) 0.06 0.896 0.957 -0.082 -0.017 

  Fourier Eq. (5) 0.06 0.898 0.957 -0.078 -0.027 

  Gauss Eq. (3) 0.06 0.899 1.000 0.013 0.083 

Eq.(8) Eq.(7) Fixed-Talbot Eq. (4) 0.05 0.901 1.000 -0.005 0.091 

  Fourier Eq. (5) 0.05 0.901 1.000 -0.023 0.061 

  Gauss Eq. (3) 0.05 0.911 1.000 -0.065 0.027 

Eq.(9) Eq.(7) Fixed-Talbot Eq. (4) 0.05 0.912 1.000 -0.081 0.032 

  Fourier Eq. (5) 0.05 0.912 1.000 -0.097 0.006 

Através da análise da Tabela 1 observamos que os três métodos de inversão 
apresentaram a mesma eficácia para o modelo e não há diferenças significativas 
nos resultados entre eles. Apenas ao simular o modelo utilizando um perfil potência 
para a velocidade do vento dado pela Eq. (9) e o coeficiente de difusão derivado 



 

por PLEIM; CHANG (1992) dado pela Eq. (6), o método da Quadratura Gaussiana 
apresentou uma pequena melhora nos resultados quando comparados com os 
demais métodos de inversão. 

 
 

4. CONCLUSÕES 
 

Resolvemos a equação de advecção-difusão através do método ADMM 
(MOREIRA et al., 2006) e utilizamos os métodos de inversão numérica da 
Quadratura Gaussiana, Fixed-Talbot e o método baseado na série de Fourier para 
a transformada de Laplace. Os dados simulados mostraram uma boa concordância 
entre as concentrações medidas e as concentrações preditas pelo modelo 
simulando satisfatoriamente as concentrações observadas. Os três métodos de 
inversão testados apresentaram bons resultados. 
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